Represent ants lagrangiens de I'homologie des 
o\ surfaces projectives complexes 

O 

CN Daniel Bennequin 

H Universite Paris 7 / Denis Diderot 

^ Institut de Mathematiques - UMR CNRS 7586 

1^ Thanh-Tarn Le 

fSl Ecole Polytechnique 

^ 16 mars 2009 

q 

1-pH Resume 

a Using results by Donaldson and Auroux on pseudo-holomorphic 
curves as well as Duval's rational convexity construction, the paper in- 
vestigates the existence of smooth Lagrangian surfaces representing 2- 
r-H dimensional homology classes in complex projective surfaces. We prove 

^ that if the projective surface X is minimal, of general type, with uneven 

geometric genus, and has an effective, smooth and connected canoni- 
cal divisor /C, then there exists a non-empty convex open cone in the 
real 2-dimensional homology group H2{X;R) such that a multiple of 
every integral homology class in this cone can be represented by an 
f~>) embedded Lagrangian surface in X \ /C. A corollary asserts that such 

^\ a surface X is of simple type in the sense of Kronheimer and Mrowka. 

o 

• ^ 1 Introduction 

X 

^ L 'ambition de decrire la topologie des surfaces projectives complexes est 

ancienne, comme le montrent les travaux fondateurs de Picard et Lefschetz 
\4:3\ I49j ■ EUe a connu recemment des developpements spectaculaires, notam- 
ment a travers les travaux de Donaldson, Seiberg-Witten et Taubes. Mais il 
manque encore, pour les surfaces complexes, une representation geometrique 
aussi claire que celle qu'on a pour les surfaces de Riemann ou maintenant 
pour les varietes de dimension 3. 

Les plus gros progres sur la question sont dus a I'analyse globale, d'abord 
developpee dans le cadre lineaire par Hodge, Atiyah, Hirzebruch et Kodaira. 



o 



1 



Ensuite apparait I'analyse non-lineaire, en particulier I'etude des instantons 
(Atiyah, Hitchin, Donaldson, Kronheimer et Mrowka) et des monopoles (Sei- 
berg et Witten, Taubes). Aujourd'hui interviennent les theories des super- 
cordes et des D-branes. 

Notons que les surfaces projectives complexes sont naturellement des 
varietes symplectiques reelles compactes de dimension 4 : on pent done par- 
ler de leurs sous- varietes symplectiques ou lagrangiennes. La plupart des 
avancees geometriques recentes font explicitement intervenir la geometrie 
symplectique. D'ailleurs, elles reussissent a etendre aux varietes symplec- 
tiques une partie des resultats connus dans le cas des surfaces projectives 
complexes. 

Deux techniques fondamentales ont ete introduites dans ce sens : celle des 
courbes pseudo-holomorphes de Gromov [31] et celle des sections asymptoti- 
quement holomorphes de fibres developpee par Donaldson |19j . Ces methodes 
ont permis d'etablir I'existence de surfaces symplectiques plongees dans les 
varietes symplectiques de dimension 4 [Ml ESj IMl El [3 El [22] . 

Du cote des surfaces lagrangiennes plongees, on dispose de tres peu de 
resultats d'existence ; en revanche, les proprietes de rigidite, d'unicite, ou 
non, a isotopie pres ont ete mieux explorees [251 [501 HSl ISll [TS] [TT] [5l [60] . 

Pour etudier le probleme de la disjonction des sous- varietes lagrangiennes 
(dont le probleme d'existence des or bites periodiques de flots hamiltoniens 
est un cas particulier), A. Floer a introduit sa theorie d'homologie |27| 1^ . 
Partant de la, Fukaya [29] puis Fukaya, Oh, Ohta et Ono (c/. j30lll8]) ont 
defini une theorie cohomologique (Aoo-categorie), qui a permis a Kontsevich 
et Soibelman de formuler un ensemble de conjectures appelees "conjectures 
miroir homologiques" [371 [38] . 

Par exemple, pour les surfaces K3 et, plus generalement, pour les varietes 
de Calabi-Yau, ces conjectures proposent une equivalence de categories entre 
la structure Aoo de Fukaya d'une variete et la categorie derivee des faisceaux 
coherents d'une autre variete, sa variete "duale" : heuristiquement, certaines 
sous-varietes lagrangiennes d'une variete quasi-projective correspondent a 
des diviseurs holomorphes d'une autre variete (c/. [35]). La symetrie miroir 
provient des theories quantiques de champs (super-)conformes issues des 
theories de super-cordes. Cela reste un probleme de comprendre son exten- 
sion la plus generale. Auroux, Katzarkov et Orlov etendent la dualite de 
surfaces a certaines varietes rationnelles et a certaines fibrations elliptiques. 

En un sens, les constructions de notre article suggerent une extension de 
la dualite miroir aux surfaces de type general : partant d'une surface pro- 
jective X de type general avec un diviseur canonique lisse, elles construisent 
une variete symplectique X dont les courbes pseudo-holomorphes donnent 
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des surfaces lagrangiennes de X. Signalons que, dans sa these [12], Alireza 
Bahraini precede a une construction analogue mais ou X est munie d'une 
structure analytique complexe integrable singuliere le long d'un diviseur. 

Dans cet article, nous etablissons le premier theoreme general d'existence 
de surfaces lagrangiennes de genre plus grand que 2. 

Nous nous placons dans le cas ou la surface algebrique complexe X 
possede une structure kahlerienne ujo colineaire a sa classe canonique K : 
c'est ce qui arrive pour les plongements pluricanoniques des surfaces de type 
general. 

Suivant la demarche initiale de Picard, une fois qu'on dispose d'un divi- 
seur S representant lvq (ou un multiple), on pent considerer le complement aire 
de E dans X : c'est une variete de Stein dont I'homologie a ete appelee par 
Picard r"homologie a distance finie" de X. II est tres tentant de chercher a 
retracter X \ S sur un 2-complexe cellulaire isotrope. C'est ce que devrait 
faire le gradient d'une fonction pluri-sous-harmonique [2 mais, en general, il 
se pose un probleme de desingularisation. En utilisant la construction asymp- 
totique de Donaldson, Paul Biran a demontre I'existence d'un tel complexe 
avec des intersections transverses. Mais il demeure le probleme de rendre ce 
complexe le plus explicite et economique possible. 

Par ailleurs, dans I'esprit indique par Lefschetz, on aimerait representer 
les classes d'homologie orthogonales a ujq (et a K) par des surfaces lagran- 
giennes dans X \ S et leur trouver les representants lisses les plus simples 
possibles (on salt qu'il arrive que des surfaces lagrangiennes non isotopes 
soient homologues (c/. [26, 60?). Paul Seidel, dans sa these [_52], a construit 
des representants lagrangiens spheriques pour les cycles evanescents ; a I'aide 
de ces cycles, il a etudie les groupes de diffeomorphismes symplectiques a 
isotopie pres, puis il a forme une theorie cohomologique "evanescente" dans 
I'esprit de Fukaya [SH |55] . 

Signalons que le probleme de I'existence et de I'unicite d'une sous- variete 
lagrangienne avec des conditions homologiques prescrites a donne lieu a plu- 
sieurs etudes recentes d'un grand interet [9l [171 [U UHl [531 [H2] • 

A I'origine du present travail se trouve un expose de Daniel Bennequin 
(lors du colloque Thom de 1988) qui portait sur I'existence de squelettes 
lagrangiens et de representants lagrangiens dans les classes d'homologie. Le 
theoreme principal du present article faisait partie de la these de Le Thanh- 
Tam soutenue en 2002 a I'Universite Paris 7 |42j . 

Notre travail utilise les resultats de Donaldson et d'Auroux sur les courbes 
pseudo-holomorphes jlSl |20ll6l [3 [^ , ainsi qu'une construction de Duval sur 
la convexite rationnelle |24j . 

Nous demontrons que si la surface projective X est minimale, de type 
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general, de genre geometrique impair et admet un diviseur canonique K 
efFectif, lisse et connexe, alors il existe un cone ouvert non-vide dans I'ho- 
mologie reelle H2 X \ K tel que toute classe d'homologie entiere dans 
ce cone admet un multiple qui se represente par une surface lagrangienne 
plongee dans X\K. 

Un corollaire affirme qu'une telle surface X est de type simple au sens 
de Kronheimer et Mrowka [39]. 

Remerciements. Les auteurs tiennent a remercier, pour leur aide et leur participa- 
tion, Denis Auroux, Julien Duval, Paul Gauduclion, Emmanuel Giroux, Frangois 
Laudenbach, Manuel Samuelides, Claude Viterbo et, tout specialement, Yakov Elia- 
shberg et Jean-Claude Sikorav pour leur travail attentif et leurs suggestions. 

2 Enonce et plan 

Nous cherchons a representer des classes d'homologie de dimension 2 
sur une surface projective X C par des surfaces lagrangiennes lisses. 

La variete X est supposee lisse, minimale, avec ci{X)'^ > : le fibre ca- 
nonique ICx est done ample |13j , et Ton fait en outre I'hypothese qu'il 
existe un diviseur canonique Sq lisse et connexe. X est munie de la metrique 
go et de la structure symplectique loq induites par la metrique de Fubini- 
Study sur CP*^ : le triplet ( Jq, go, cuo) est compatible (au sens 011 oJo{x, y) = 
go{Jox,y) ; x,y £ T{TX), Jq presque-complexe, go riemannienne) . Enfin, 
on suppose que la classe [loq] est duale d'un multiple de [So], ce qui arrive 
en particulier si ojq est induite par un plongement multicanonique. 
Pour ne pas surcharger I'ecriture, nous noterons simplement || • || les normes 
pour la metrique go. 

Rappelons que si V est un espace vectoriel oriente reel de dimension 4, G 
la grassmannienne de ses 2-plans orientes et c une structure conforme sur 
V, alors G est canoniquement isomorphe a 5+ x 5"-, ou 5+, respectivement 
5_, sont les spheres "a I'infini" dans I'espace des 2-formes auto-duales, res- 
pectivement anti-autoduales pour c. La sphere S+ parametre les structures 
complexes compatibles avec I'orientation et la structure conforme c sur V ; 
une telle structure complexe J etant fixee, S- parametre alors les droites J- 
complexes de V. Pour tout triplet ( Jo, go, wq) cette decomposition en spheres 
correspond a la decomposition des puissances exterieures 

A+=A2'OeAO'2eAO.u;o ; A-=aJ'\ 
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ou les elements de Aq' sont les formes de bidegre (1,1) orthogonales a loq. 

Considerons une forme differentielle holomorphe if sur X, de type (2,0), 
qui s'annule sur Sq; et soit uj' la partie reelle de ip. 

L'idee est la suivante. Dans le complementaire de Sq, to' est une forme 
symplectique. Elle est auto-duale pour go ; sur X \ Sq, remplagant go par 
la metrique g' = (||a;'||/\/2).go, conformement equivalente a go, ui' est de 
norme \/2 pour g' [61]. Ainsi, g' et uj' sont compatibles, et definissent une 
structure presque-complexe J sur X \ Eo. De plus, J est une isometrie pour 
go et les structures J et Jo sont orthogonales. 

Une courbe dans X \ Sq pseudo-holomorphe pour J sera alors lagran- 
gienne pour ujq. En effet, si S est une telle courbe, J envoie TT, sur lui-meme : 
pour tout X G S, uJo{x, Jx) est nul, d'oii le resultat. 

Si 7 est une 2-forme anti-auto-duale pour go, done de bidegre (1,1), or- 
thogonale a ujq, toute 2-forme uj = uj' + e.j avec e assez petit sera encore 
symplectique hors d'un voisinage de So. En general lv ne sera plus auto-duale 
pour go , mais I'operateur J definira encore une structure presque-complexe 
adaptee a uj : 

Lemme 1 Soit ( Jq, go, wo) un triplet compatible sur X ; uj' la partie reelle 
d'une (2,0)-/orme holomorphe (auto-duale) sur X, avec un zero sur le di- 
viseur canonique Sq, g' = "^^^go hors de Sq, et J la structure presque- 
complexe associee a uj' et a g' comme precedemment. 

Alors, pour toute 2-forme 7 anti-auto-du- 
ale pour go et tout e > tels que ||e.7|| < ||u;'|| en tout point hors d'un voi- 
sinage U de So, UJ = c<j'-|-e.7 et J sont encore compatibles. Elles definissent 
une metrique g telle que le triplet (J, g,a;) est compatible. En particulier, uj 
est auto-duale pour la structure conforme associee a g. 

En effet, la premiere assertion resulte du fait que 7 etant anti-autoduale est 
de type (1, 1) pour J aussi bien que pour Jq. La seconde assertion dit qu'en 
tout point X hors de U, pour tout x G T^X, uj{x, Jx) ne s'annule que si 
X = 0; mais I'hypothese ||e.7|| < \\uj'\\ interdit que a;'(x, Jx) = iJ^go(x, x) 
soit compense par e.7(x, Jx), d'ou le resultat. 

Rappelons que le module d^homologie a distance finie de Picard est defini 
comme I'image Ei de H2{X \ So;Z) dans Jf2(X; ^)/Torsion. 

Remarque : A chaque courbe simple 7 plongee dans So, Picard associe 
un tore bordant un tore plein constitue de disques holomorphes centres 
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sur 7. Ces tores sont lagrangiens. De plus, on sait qu'ils engendrent un 
supplement aire de Ei dans le quotient i/2(^; ^) /Torsion [431 141] • 

Definition 2 designe I'ensemhle des formes Xuo = \{uj' + e.^), A G M^, 
Lo' + £.7 comme ci-dessus, telles qu'il existe un voisinage tuhulaire U de Sq 
en dehors duquel oj est symplectique et adaptee d J. Notons (respec- 
tivement C~^) I'ensemhle des classes d'homologie de dimension 2 dans Ei 
(respectivement, dans E'l ®MJ dont la classe duale a son representant de 
Hodge dans . 

Notons que est non vide et constitue de classes d'auto-intersection stric- 
tement positive. 

Le principal resultat obtenu ici concerne le cas 011 le genre geometrique 
de X est impair : 

Theoreme 3 Soit X une surface projective complexe minimale, de genre 
geometrique impair, avec ci(X)^ > 0, et telle qu'il existe un diviseur cano- 
nique T,q sur X, lisse, connexe. Supposons X muni de la structure symplec- 
tique induite par un plongement multicanonique. Alors tout element de 
admet un multiple qui se represente par une surface lagrangienne S plongee 
dans X \ Sq. 

Remarque : en vertu du theoreme de Bertini (cf.[33]), I'hypothese sur Eq 
equivaut a I'absence de point de base pour le systeme lineaire canonique, 
ou encore a la regularite de I'application canonique. Nos autres hypotheses 
disent que le faisceau canonique est ample, mais il pent ne pas etre tres 
ample. 

Dans leur article Embedded surfaces and the structure of Donaldson's poly- 
nomial invariants |39i , Kronheimer et Mrowka demontrent que si une variete 
X de dimension 4, telle que 61 {X) est nulle, est impair et strictement 

superieur a 1, contient une surface plongee tendue de genre superieur ou 
egal a 2, alors X est de type simple. lis conjecturent que, dans le cas par- 
ticulier oii X est de genre geometrique impair, X contient une telle surface 
plongee tendue de genre superieur ou egal a 2. Notre theoreme resout cette 
conjecture dans le cas 011 X possede un diviseur canonique lisse et connexe ; 
on pent done deduire du theoreme de Kronheimer et Mrowka le resultat 
suivant : 
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Corollaire 4 Soit X une surface projective complexe minimale, de genre 
geometrique impair, avec bi{X) = 0, ci{X)'^ > 0, et telle qu'il existe un 
diviseur canonique Sq sur X , lisse, connexe. Alors X est une variete simple 
au sens de Kronheimer et Mrowka. 

Remarque : si le genre geometrique de X est pair, on demontre I'existence 
d'une surface duale d'un multiple de [w], reunion de deux surfaces a bord 
S' et S", telles que S' C X \ [/ est lagrangienne et S" est contenue dans U. 
Mais cela resulte aussi des constructions de Lefschetz. II serait interessant 
de voir, a partir de notre etude, dans quels cas la surface obtenue pourrait 
effectivement etre disjointe de U en restant lagrangienne. 

Pour etablir le theoreme, nous allons retirer un voisinage tubulaire U de 
Sq. Obtenant ainsi une variete Xq a bord Y = dU, nous la completerons 
par une variete symplectique W de maniere a prolonger u; et J en une forme 
symplectique et une structure complexe, encore notees uj et J, sur la variete 
compacte sans bord X = Xq Uy W. 

Nous deduirons du theoreme de Donaldson [19] I'existence d'une courbe 
pseudo-holomorphe E sur (X, J), duale de kco pour k assez grand, mais 
rencontrant a priori W. Restera le point delicat de disjoindre S de W. 
Nous ferons alors appel aux resultats plus precis de Donaldson [191 EO] et 
d'Auroux [Si [8], ainsi qu'a une construction de J. Duval |24) . 

Indiquons brievement le plan que nous allons suivre pour la demons- 
tration. 

1) La structure lo est etudiee au voisinage de So ; en particulier, nous 
montrons que le bord Y d'un voisinage tubulaire U de Sq est convexe (c'est- 
a-dire que Xq est concave), et nous identifions la structure de contact F 
induite par J sur Y (section [3| . 

2) La structure F est une "structure de contact Spin", et Y est une 
"fibration Spin" au-dessus de Sq. En |4] sont etudiees les structures Spin 
sur des surfaces de Riemann, d'apres Atiyah. La section [5] etablit que si la 
structure Spin sur T,q induite par ip est bordante (c'est le cas si le genre 
geometrique pg de X est impair), alors (Y,F) est le bord d'une variete de 
Stein W, i.e., la structure de contact F est holomorphiquement remplissable. 

Sur le complementaire du 2-squelette S de W, nous prolongeons ujq en 
une forme symplectique orthogonale a uj . Nous prouvons que S est reunion 
de surfaces cj-lagrangiennes immergees, a croisements normaux. 

3) A la variete symplectique {X,lo) ainsi obtenue s'applique le theoreme 
de Donaldson : soit {X;J,g,u!) une variete symplectique avec [w] entiere. 
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(J, g,u;) compatible, L un fibre en droites complexes sur X tel que ci{L) = 
[lu] ; alors, pour k suffisamment grand, il existe des sections de trans- 
verses a la section nulle et asymptotiquement holomorphes. 

Notons T, le lieu des zeros d'une telle section. Nous commengons par 
demontrer que, pour k assez grand, toutes ces surfaces symplectiques pour 
u! peuvent etre prises wo-lagrangiennes (en fait, lagrangiennes pour ujq sur 
X \ S et J-holomorphes au voisinage de S) . 

4) Suivant une demonstration par J. Duval [23] de la convexite ration- 
nelle des surfaces isotropes des varietes kahleriennes, nous arrivons, pour k 
grand, a construire une surface plongee E wo-lagrangienne, disjointe de S, 
homologue au dual de Poincare de k[uj]. Enfin, S est deformee a I'aide d'un 
champ de Liouville de ljq pour la rendre plongee dans Xq. 

{Remarque : pour le quatrieme point, nous pourrions aussi faire appel 
aux methodes de J. P. Mohsen |47| [TO].) 

3 Au voisinage du diviseur canonique 

Dans cette section, pour ne pas alourdir les notations, nous noterons S 
la surface Sq. 

3.1 Nj] racine de /Ce 

Remarquons tout de suite que le fibre normal do S dans X est une racine 
carree du fibre canonique /Cs- En effet, si T, est determinee par une famille 
d'equations locales {Ua,ha}, le fibre en droites associe, Ls (defini par le 
cocycle gap = ha/h/s £ 0*{Ua n f/g)), est isomorphe a ICx- Les dha sont 
des sections locales holomorphes sans zeros du fibre conormal de S, N^, au- 
dessus des ouverts n S C S et verifient dha = dap-dhp : elles definissent 
done une section globale sans zero de N^(SiLj^- Ainsi (is)|s = -^E- De cette 
egalite et de la formule d'adjonction se deduit le resultat. D'apres Atiyah j3], 
ceci signifie que le fibre normal de S dans X definit une structure Spin sur 
S. 

Rappelons que le genre geometrique pg = h?'^ de X est la dimension de 
I'espace des sections holomorphes du fibre canonique ICx- Or deux sections 
possedant le meme diviseur sont proportionnelles, done la dimension de I'es- 
pace des sections holomorphes de N^, est pg — 1] elle est paire lorsque le 
genre geometrique de X est impair. 
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3.2 Structures de contact au bord du voisinage U 

Soit E' le germe de S en un de ses points. 

Dans des coordonnees locales holomorphes {z,w) ou S' s'ecrit {w = 0}, 
soit ip une 2-forme mcromorphc dont S' est un pole d'ordre A; > 2 ou un 
zero d'ordre k > 1; autrement dit 

(p = w'^ dz A dw -k eZ,k^O,-l. 

Hors de E, posons w = pe** ct considerons Y^' d'equation {p = e'}, bord d'un 
voisinage tubulaire U^' de T,' . Soit g'^+iiOQ le produit hermitien sesquilineaire 
standard dans ces coordonnees ; notons uo' la partie reelle de (p. La forme lo' 
et la metrique g" = ^^^g'o sont compatibles et definissent done une structure 
quasi-complexe J'. Nous voulons etablir le lemme suivant : 

Lemme 5 Les droites complexes pour J' forment une structure de contact 
surY^i, revetement d{k + l) feuillets de la structure des elements de contact 
sur S' . 

Notons z = x + iy; une structure presque-complexe J' adaptee a hors 
de S' est donnee par 

J' dx = p'' {cos{k + l)t.dp-sm{k + l)t.pdt), 

J' dy = p^ (- sin(A; + \)t . dp - cos{k + l)t . p dt) 

et, par suite, 

J' dp = p~'' {- cos{k + l)t . dx + sm.{k + l)t . dy) , 

J' dt = p~''^'^{sm.{k + l)t.dx + cos{k+l)t.dy). 

Sur la variete Y^', le champ de plans F = TY^i PI J'TY^' est defini par 
lequation de Pfaff a = ou a = —^^ly^ [cos(A; + l)tdx — sm{k + l)tdy]. 

Comme a A da = dxAdy A dt, F est une structure de contact sur Y^i 

qui oriente Y^i comme bord de U^/ ; comme, de plus, da\TY^, = ^^'Ity^,, ce est 
adaptee a Y^/ et a u', ct Y^', bord de U^r, est du type de contact dans X. 

Pour tout A; / — 1, la normale sortante n de Y^i etant dp et le champ de 
Reeb ^ de a etant —-^^ [cos(A; + l)tdx — sm{k + l)tdy], on calcule 

{Y^i,F) est concave par rapport a lo' pour tout entier k < —2, et convexe 
par rapport a uj' pour tout entier A; > 0. ^ 
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L 'application que nous ferons de ce lemme ne concerne que le cas k = 1. 
Meme localement, on ne pent supposer que go coincide avec une metrique 
plate comme Test q'q ; par contre une telle egalite est vraie a I'ordre 2 en un 
point donne. On en deduit le lemme suivant : 

Lemme 6 Dans un voisinage tubulaire U de S, soit g la distance d S etY^ 
la sous-variete d'equation g = e. Les droites J -complexes forment sur un 
champ de plans de contact isomorphe a un revetement double du champ 
de plans de la structure standard de STT,. 

Fixons une fois pour toutes un revetement du fibre en cercles unites pour 
une metrique sesquilineaire g^ sur le fibre normal N-^ : 

{Y C A^s) ^ C TS) 

et notons F' la structure sur Y qui s'en deduit. 

Dans chaque ouvert trivialisant U^°''^ du fibre STT,, le lemme [H] fournit 
une structure J'^^^^ telle que F' s'identifie a la structure F' ^ du lemme sur 

le bord yj"^ d'un voisinage U^^\ 

Par ailleurs, le Hot geodesique pris aux temps e successifs fournit une 
famille a un parametre, analytique reelle, de diffeomorphismes de Y sur 
Yf^. La structure (p^F^ restreinte a C/^"^ est C^^-proche de F' Grace au 
theoreme de Moser et Gray (c/. [H]), les structures 'p*F^ et F' sont alors 
difFeomorphes. 

Toujours en vertu du theoreme de Moser et Gray, les lemmes |5] et |6] 
restent valables si lo' est remplacee par une forme symplectique 01 = 0;' + 
£.7, ou 7 est une (l,l)-forme anti-auto-duale (orthogonale a ujq) et e est 
suffisamment petit. 

4 Structures Spin sur les surfaces de Riemann 

Rappelons brievement la definition d'une structure Spin. Soit V une 
variete reelle riemannienne orientee de dimension n > 2, et PsoiY) le fibre 
[principal a droite, de groupe structural SO{n)] de ses reperes orthonormes. 
(Pour n = 2, nous convenons que Spin{2) est S0{2) vu comme revetement 
double connexe de 5*0(2).) 

Une structure Spin sur V est la donnee d'un S'pm(n)-fibre principal P 
et d'un revetement double ^, morphisme de fibres S'pm(n)-equivariant : 

P PsoiV). 
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Une condition necessaire et suffisante pour que V admette une struc- 
ture Spin est la nullite de sa deuxieme classe de Stiefel- Whitney W2{V). 
On dit que deux structures Spin sent equivalentes s'il existe un diagramme 
commutatif d'isomorpliismes des fibres principaux correspondants. 

Si W2{V) = 0, la suite exacte 

^ H\V;Z2) ^ H\Pso{Vy,Z2) ^ i^^(50(n); Z2) ^ H\V;Z2), 
extraite de la suite spectrale associee a la fibration 

SOin) ^ PsoiV) ^ V, 

permet de conclure que les structures Spin sur V sent en bijection avec les 
elements de H^{V;Z2) (de fait, w envoie le generateur de i7^(50(n); Z2) = 
Z2 sur W2{V) dans la suite spectrale ci-dessus). 

Si V est de dimension paire 2m, munie d'une structure presque-complexe, 
la reduction de SO{2m) a U{m) permet de montrer, a partir des suites 
exactes 

^ H\V;Z2) ^ H\Pu{Vy,Z2) ^ i?^([/(m); Z2) ^ H^{V;Z2) 

et 

^ H\V;Z2) ^ H\detPu{V);Z2) ^ H\U{iy,Z2) ^ H\V;Z2), 

que les structures Spin sur V sont en bijection avec les revetements doubles 
du ?7(l)-fibre determinant des repcrcs dont la restriction a chaque fibre 
est U{1) —>■ C/(l),e*^ I— > e^*^. Par consequent, si V est analytique complexe, 
I'homomorphisme tt* realise une bijection entre les classes de structures Spin 
sur V et les classes d'isomorphisme des couples (L, k), ou L est un fibre en 
droites holomorphe et k un isomorphismc holomorphc Ac L(^L dans le fibre 
canonique /Cy de V . Si, de plus, V est compacte, la structure holomorphe de 
L determine n a une constante multiplicative pres, de sorte que les classes 
de structures Spin sur une variete complexe compacte V sont en bijection 
nature lie avec les classes d'isomorphisme de fibres en droites holomorphes L 
tels que L L est isomorphe au fibre canonique /Cy de V. 

Lorsque m = 1 et que V est une surface de Riemann compacte S de 
genre g, il existe exactement 2^^ structures Spin non equivalentes. Le fibre 
canonique /Cs de E est son fibre cotangent holomorphe. La caracteristique 
d'Euler de S, 2 — 2g, etant paire, A^s admet une racine carree, c'est-a-dire un 
fibre en droites holomorphe L tel que L®L = /Ce- Notons 7^(S) I'ensemble 
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des classes d' isomer phisme de tels fibres, racines carrees de /Cs. L'on definit 
la fonction 

(/? : ^ Z2, LH^dimi?°(L) [mod 2]. 

Atiyah demontre la proposition suivante : La fonction (/? est quadratique 
et sa forme bilineaire associee s'identifie au cup-produit sur i7^(S;Z2). 
On appelle paire, respectivement impaire, une classe de structure Spin s telle 
que (p{s) = 0, resp. if{s) = 1. 

Si V est une variete compacte a bord de dimension n > 1, une structure 
Spin sur V induit une structure Spin sur dV [35^. Une variete compacte V 
munie d'une structure Spin est Spin-cobordante d (ou, en abrege, bordante) 
si elle est differentiablement equivalente au bord dV' d'une variete Spin, 
muni de la structure Spin induite. 

Le theoreme de I'indice d'Atiyah-Singer (c/. [3], theoreme (3.3), et [3j) 
permet alors de demontrer le theoreme suivant : soit s une structure Spin 
sur S ; alors (S, s) est Spin-cobordante a si, et seulement si s est paire. 

Atiyah en deduit le theoreme : 

Une surface de Riemann S de genre g admet exactement 2^"^ (2^ + 1) 
structures Spin cobordantes a zero. 

Exemples : Pour S = T^, le fibre en cercles unitaires du cotangent, 
ST*T'^, s'identifie a T^. Les structures Spin correspondent aux sous-groupes 
d'indice 2 dans 7ri(T^) = Z'^ qui s'envoient surjectivement sur 7ri(T^) : ce 
sont les quatre sous-groupes engendres par les triplets 

(2eo, ei, 62) ; (cq, ei + 2eo, 62) ; (eo, ei, 62 + eo) ; (eo, ei + 2eo, 62 + 2eo). 

Les trois premieres structures Spin sont cobordantes a zero, pas la quatrieme. 

Toujours sur avec des coordonnees angulaires {9,xi,X2), pour tout 
n > 1, notons Cn la structure de contact definie par la 1-forme {cosn6)dxi + 
{smn6)dx2- Cette structure est tendue pour tout n. Les trois structures Spin 
bordantes donnent Ci ; la structure non-bordante, ^2- Eliashberg a demontre 
que (2 n'etait pas holomorphiquement remplissable (elle ne borde pas une 
variete de Stein), alors que Ci est la structure standard sur ST*T^, bord de 
Stein. Neanmoins, d'apres Giroux (c/. [M])) C2 (de meme que les autres Cn) 
borde une variete symplectique (compacte a bord) du cote convexe. 

5 Remplissage des structures de contact Spin 

L'objet de cette section est de demontrer le resultat suivant : 
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Proposition 7 Soit s une structure Spin sur une surface de Riemann S, 
cobordante d zero. Alors la structure de contact correspondante est holomor- 
phiquement remplis sable, c'est-d-dire qu'elle borde une variete de Stein. 



5.1 Spin-cobordisme et genre geometrique 

En ce qui concerne notre probleme de depart, la condition neces- 
saire et suffisante pour que la structure Spin induite par uj sur le diviseur 
S soit cobordante a zero est que la dimension de I'espace des sections ho- 
lomorphes du fibre normal Nj] soit paire. Or cette dimension est egale au 
genre geometrique diminue de 1, done la structure Spin consideree borde si, 
et seulement si pg est impair. Sous cette hypothese, nous obtiendrons done 
la variete symplectique X annoncee en introduction comme consequence de 
la proposition [7j 

5.2 Le modele global du remplissage 

Atiyah montre que si une structure Spin sur la surface de Riemann T, 
est cobordante a zero, elle borde dans une anse pleine ([3], p. 58). 



Cette hypothese etant supposee verifiee, donnons-nous a present une anse 
pleine V de bord S ; une structure Spin s' sur V de bord s ; et une fonction 
de Morse / : F — > M possedant g points critiques pi, . . . ,pg d'indice 1 (au 
voisinage d'un tel point, V/ est rentrant dans 2 directions et sortant dans 
la troisieme), et un unique point critique po d'indice (au voisinage duquel 
le gradient est rentrant dans toutes les directions). Nous noterons R le fibre 
des reperes orthonormes directs sur V et P le revetement spinoriel associe 
as' : R. 

Les paragraphes 



5.3 



5.4 



et 



5.5 



donneront un fibre en cercles M au-dessus 
de = V\{BiU. . .U BgU Bq), plonge dans P, et une maniere d'attacher a 
M des boules Bi, . . . , Bg, Bq, modeles locaux de remplissage symplectique, 
permettant d'obtenir une variete symplectique {W,ui), de bord Y, et une 
fonction F -.W relevant / au-dessus deV^ , fonction de Liouville pour 
to, qui possede un unique point critique pi dans chaque Bi. 



5.3 Extension reguliere et d'indice zero 

Entre deux niveaux critiques de /, nous remplissons la structure de 
contact Spin au bord de la maniere suivante. Soient a et 6 deux valeurs 
critiques consecutives de f {0 < a < b, ]a,b[ ne contenant pas de valeur 
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critique) : f^^{]a,b[) C V s'identifie au produit d'une surface riemannienne 
reelle S par ]a, b[ ; posons Ma^b '■= ST*Sx]a, b[. 

En chaque point de Sx]a,b[, la donnee d'un vecteur tangent a S, de 
longueur 1, jointe a la direction de t dans ]a,b[, definit un point du fibre 
R. Nous avons done un plongement canonique j de Ma^ dans R, et nous 
notons Mafi le relevement de j{Mafi) dans I'espace total du revetement Spin 
P^R. ^ 

Le plongement de dans T*S qui envoie {x,v;t) sur (x;e*.f) munit 
Ma^b d'une structure symplectique w ; soit w la structure qui s'en deduit 
sur Ma,fe- D'ou I'enonce suivant : 

Lemme 8 Pour tout t £]a,b[, la structure de contact Spin au-dessus de 
S X {t} horde la structure w sur Ma^ au-dessus d'un produit S x [t — e,t[, 
e > 0. 

Nous verrons en 15 .61 comment raccorder ces structures entre elles loin des 
points critiques, grace a des formes de Liouville. 

Pour completer la construction, il faut disposer de modeles locaux per- 
mettant de remplir les structures de contact tracees au-dessus du bord des 
Bi, voisinages des points critiques q. 

(Comme / croit dans la direction du remplissage, la dimension des 
varietes dilatantes en un point-selle est 1 : on dira qu'on a affaire a un 
point d'indice 1 ; un puits pour le gradient est, quant a lui, d'indice 0.) 

Pour le point critique po de / d'indice 0, choisissons une petite boule 
centree en po dans V, dont le bord est un niveau de / ; au-dessus de ce bord, 
le lemme [s] fournit une sphere dans P, munie de la structure de contact 
standard, revetement double de ST* 5^ munie de la structure des elements 
de contact. Cette structure de contact est remplissable de fagon standard. 

Reste done a remplir par des structures symplectiques sur des boules 
de dimension 4 au-dessus du voisinage des points critiques d'indice 1. Le 
remplissage de Stein resultera alors des theoremes d'Eliashberg |25] et de 
Gompf [32]. 

5.4 Preparation d'indice 1 

Soit pi,i > 1 un tel point critique d'indice 1. Au-dessus d'un voisinage de 
dBi, le champ de Liouville est projetable sur un champ de vecteurs rentrant 
dans la boule Bi dans deux directions et sortant dans la troisieme, puisqu'il 
releve V/ par construction. 
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D'autre part, le bord de M au-dessus de dBi est une variete Z de di- 
mension 3 fibrant en cercles au-dessus d'une sphere de dimension 2 ; notons 
cette fibration et appelons Vi le champ de plans tangents dans V defini 
le long de dBi par les perpendiculaires au gradient de /. 

Identifions dBi a la sphere de centre et de rayon 1 dans et 
considerons le champ Vq de plans tangents a la sphere S'^ orientes par les 
normales sortantes. La latitude des points de contact correspondants etant 
reperee par Tangle 9 (egal a au pole sud et a tt au pole nord), nous appli- 
quons a chaque plan une rotation gt d'angle 29 autour de la droite passant 
par le point de contact et parallele a I'axe des poles {t G [0, 1]). Le champ Vi 
est alors homotopc a gi(Vo), pour Icqucl les plans aux poles sont orientes 
par les normales sortantes, les plans le long de I'equateur par les normales 
rentrantes. 

Relevant les deux champs de plans homotopes Vo et Vi dans et dans Z 
respectivement, nous voyons que la fibration en cercles {Z,J-) est homotope, 
done isotope a la fibration de Hopf de S^. 

Ces observations vont nous permettre de completer le remplissage sym- 
plectique a I'aide du modele local suivant. 

5.5 Modele local pour le remplissage symplectique au voisi- 
nage des points critiques d'indice 1 

Solent z = X + iy et w = u + iv les coordonnees standard sur , J la 
structure presque-complexe donnee par la multiplication par i. 

Lemme 9 // existe, au voisinage de I'origine dans C^, une fonction stric- 
tement pluri-sous-harmonique if possedant la propriete suivante : si Co est la 
forme symplectique dd'^ip, le champ de Liouville pour a) le long d 'une sphere 
centree en 0, de rayon r suffisamment petit, est projetable suivant la 
fibration de Hopf et se projette sur la restriction a S'^ dans M"^ du champ 
standard pour un point critique d'indice 1. 

La projection h de sur S"^ etant donnee par 
{x + iy,u + iv) 

{xi,X2,X3) = {2{xy - uv),2{xv + uy), (x^ -|- u^) - (y^ -|- v^)), 

le tore T s'envoie sur le cercle r^S^ fl {xs = 0} de rayon r^, les cercles 
Ci et C2 s'envoyant respectivement sur les points (0,0, r^) et (0,0, —r^). 
(L 'application h est une fibration de Hopf orthogonale a la fibration donnee 
par la structure standard de C^.) 
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Nous aliens chercher a construire ^ sous la forme (p{z^w) = F{x^ + 
w^iV^ + v"^)- L'idee est de prendre un lissage du carre de la distance a 
{x = u = 0} L) {y = V = 0}, modifie par una petite perturbation qui per- 
mette d'obtenir les proprietes voulues pour le champ Vip (pour la metrique 
standard de C^). Plus precisement, soit : M — [0, 1] une fonction de classe 
C°°, qui vaut sur ] — oo, —rj] {rj > petit), 1 sur [r], +oo[, et est strictement 
croissante sur [—ri,r]], de derivees premiere et seconde bornees, prenant la 
valeur 1/2 en ; et soit e > petit. Definissons la fonction (p sur par 

ip{x + iy,u + iv) = 

{x^ + v?).[l - g{x^ + v? -y'^ - v'^) - e] 

Alors : 

Co = dd'^(p 

= 2.(1 - 2e) {dx Ady + duA dv) 

+4.[(x +n —y —v).g{x +u —y —v) 
+2.g'{x^ + u^-y^- v^)] 

.[-(x^ + y^) dx Ady - {u^ + i;^) du A dv 
—{xu + yv) {dx Adv — dy A du) 
+{yu — xv) {dx Adu + dy A dv)] ; 

on constate que pour e < 1/2, + + tt^ + f ^ < assez petit et ry <C r^, 
la forme u est proche de 2 {dx Ady + duA dv), elle reste done symplectique 
et la formule (v,w) i— > a)(v, Jw) + iLj{v,'w) definit une structure hermi- 
tienne definie positive. Par suite est strictement pluri-sous-harmonique au 
voisinage de 0. 

D'autre part, le champ Vip se projette bien comme specifie par le lemme. 
En effet, notant toujours {xi,X2,X2) = {2{xy — uv), 2{xv + uy), {x^ + u^) — 
{y' + v')): 

-Vif = 2x.{x3g'{xs) - 1 + g{xs) + e) da; 

+2y.{-X3g'{xs) - g{x^) + e) dy 
+2u.{x^g'{x^) - 1 + g{x^) + e) 5„ 
+2v.{-x^g'{xz) - g{x3) + e)dv ; 

si vr : M^\{0} M^\{0} est la projection definie par 'K{p.{z, w)) = p'^.h{z, w) 
{p G M^, {z, w) £ 5^), alors —Vip est projete par vr sur le champ de vecteurs 

dir.-Vip = 2(l-2e)a;iaa;i + 2(l-2e)x2 9a;2 
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-4(ex3 + p^X3C/'(x3) + p^gixs) - (x^ + u^)) d^^, 
lequel est conjugue au gradient dans de la fonction 
(xi, X2, X3) 1-^ -xf - xl + x|. 



5.6 Fin du remplissage. Orthogonalite des formes u et ujq 
hors d'un squelette cij-lagrangien 

Revenant au remplissage global, nous pouvons supposer que tous les pi, 
1 < ^ < 5i sont au meme niveau ci > pour /, et que /(po) = cq > ci. (0 
est le niveau de S.) Choisissons de petites boules Bi, . . . , Bg, Bq autour de 
ces points. 

Le point po est un point critique d'indice 0. En revanche, les pi, z > 1, ne 
sont pas des points critiques non-degeneres. Nous pourrions modifier F en 
une fonction de Morse pluri-sous-harmonique (c/. Biran [15]) pour decrire 
un complexe simplicial isotrope dans W ; mais il est plus simple de conserver 
F en I'etat : pres de pi {i > 1), il existe deux disques lagrangiens A^*'' et 

(i) 

A2 contenant pi, transversalement attractants pour VF, preserves par VF, 
lequel est dilatant sur ces disques. En suivant les lignes de flot de VF, les 
bords C[^\ C2^\ . . . , c[^\ Cj^^ de ces disques se retrouvent tous au bord de 
Bq avant de s'evanouir en pQ. Une perturbation generique de F assure que 
les disques d'ecrasement en pQ de ces cercles soient deux a deux transverses. 
(La figure ci-dessus represente le cas g = 2.) 
D'ou le resultat suivant : 

Lemme 10 Le remplissage W est retracte par un champ de Liouville sur 
un bouquet en pQ de g couples de spheres s[^^ U Sg*"*, lagrangiennes (pour io), 
s'intersectant transversalement en pQ et en un unique autre point (pi). 

Definition 11 Le squelette S de W est la reunion des spheres S^^ (1 < 
^<2,l<'i<gfJ. C'est une sous-variete immergee de W, to-lagrangienne, 
a croisements normaux. 

En dehors de S, les lignes de gradient de F permettent de prolonger ujq 
en une structure symplectique qui reste orthogonale a lo. 

Entre les niveaux et ci — e de F (e > petit), nous avons dans W un 
collier Wi = F x [0,ci — e]. Le gradient de F, ^ = VF, est un champ de 
Liouville contractant pour uj ; notons A la forme de Liouville ^Jw. 
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Fig. 1 - Squelette de W 




Fig. 2 - Extension de ojq k X\S 
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Le long de Y, il existe une forme exacte Aq, de Liouville pour loq, et un 
champ de Liouville (tel que Aq = ^qJ t^o) multiple de ^ ; Aq |y definit alors 
un plan orthogonal a celui que definit A. Prolongeons canoniquement Aq sur 
Wi de telle sorte que Aq continue a s'annuler a la fois sur ^ et sur un plan 
orthogonal a celui que definit A et a la fibration en cercles W ^ V ; loq se 
prolonge alors sur Wi par coq = dXo. 

Le champ ^, contractant pour cu, est dilatant pour loq- La meme construc- 
tion pent aussi etre poursuivie entre les niveaux ci — e et cq — e de F sur 
une partie Wq de W qui est saturee par les lignes de gradient de F evitant 
les boules Bi, . . . ,Bg; Wq est le complementaire d'un voisinage de S dans 
F-\[c^-e,co-e]). 

Nous pouvons ainsi definir une forme uiq sur X \ S ; il est certainement 
impossible de la prolonger a S. Par contre, la structure J, comme u, se 
prolonge bien a X, ce qui permettra de parler ulterieurement de varietes 
WQ-lagrangiennes (la oii loq est defini) et dont le plan tangent est J-complexe 
le long de S. 

Remarque : a partir d'un germe de complexification de la surface sin- 
guliere S, la construction pent etre realisee de sorte que J soit integrable au 
voisinage de S, ce que nous supposerons dorenavant. 

Nous aurons besoin de la precision suivante sur le complexe S. Introdui- 
sons d'abord une definition : 

Definition 12 Nous dirons que N plans lagrangiens vectoriels Ai, . . ., An 
de muni de sa structure symplectique standard uq sont en position elemen- 
taire s'il cxistc dcs coordonnees unitaires {z, w) telles que pour j = 1, . . . , N, 
I'equation de Aj soit 

w = e N z. 

Lemme 13 Le complexe S pent etre choisi de sorte qu'il existe des coor- 
donnees J -complexes en pQ qui mettent les plans tangents en po a S (i.e., 
aux spheres S^^) en position elementaire. 

Nous pouvons choisir la fonction / pour que, en pQ, les 2g trajectoires in- 
stables des points pi,...,pg aboutissent dans un meme plan tangent de 
Tpf^V. Dans la sphere 5(o) de dimension 3 autour de po dans W, les cercles 
d'intersection des S^->^ avec S'(o), qui font partie d'une meme fibration de 
Hopf, se projettent sur un meme cercle de S"^, et peuvent done etre deformes 
pour etre mis en position elementaire. <0> 
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Remarque : en un point pi {i > 1), il n'y a que deux plans lagrangiens 
transverses, tangents a 5 ; il est toujours possible de choisir des coordonnees 
symplectiques dans lesquelles ils aient pour equations w = z ei w = —z. 

Si J est donnee, S pent aussi etre deformee pour que tous ces points 
doubles soient en position elementaire vis-a-vis de J. 

6 Existence de surfaces lagrangiennes dans X 

6.1 Sections asymptotiquement J-holomorphes 

Soit X une variete compacte de dimension 2n, munie d'un triplet compa- 
tible (J, gju;) avec uj symplectique et entiere [i.e., [uj] provient d'une classe 
entiere en homologie), E un fibre complexe de rang r sur X muni d'une 
connexion hermitienne V^, L un fibre en droites holomorphe sur X tel que 
ci(L) = [uj] G i?^(X;Z), et B une connexion hermitienne sur L de cour- 
bure —2i'Kuj. (C'est avec ces signes que L est dit positif par rapport a J.) 
Pour tout A; E N*, B definit une connexion sur de courbure —2ik7ru>, et, 
conjointement avec V^, elle definit une connexion hermitienne sur E 
dont nous noterons Vfc la derivee covariante. 

Suivant Donaldson [19] et Sikorav ^56j , nous convenons de mesurer les 
derivees d'une section s de E en munissant X de la metrique gk = kg; 
les longueurs mesurees par g sont multipliees par \/~k quand on les mesure 
avec g;,, ceci multiplie la norme des derivees p-emes de s et de djs par k'^/"^. 

Definition 14 Une suite de sections lisses Sk € T{E(E)L^) est dite asympto- 
tiquement J-holomorphe (en abrege J-a.h.) s'il existe une constante C > 
telle que, pour tout k S N*, ||sfc|| < C, \\djSk\\c'^ < 

Definition 15 Une suite de sections lisses € r{E L^), J-a.h., est dite 
uniformement transverse a la section nulle si, pour tout k assez grand, il 
existe une constante e > telle qu'en tout x & X tel que ||sfc(x)|| < e, et que 



Soit X, {J,g,Lo), E, L, comme ci-dessus. Alors il existe une suite 
de sections Sk S T{E ^ L^) J-a.h. et uniformement transverse a la sec- 
tion nulle; pour k assez grand, Zj. = s^"'^(0) est une sous-variete sym- 
plectique de X de codimension 2r, dont la classe d'homologie est duale a 



VfeSfc(x)|| > e. 



Donaldson demontre alors le theoreme suivant 




ik[u^]r + E:=lC^{E).{k[co]) 
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Ce resultat est generalise par Auroux [6] : 

Soit X, (J, g,a;), E, L, comme ci-dessus, et une suite de sections 
CTfc E T{E (g) L^) J-a.h. Alors, pour k assez grand, (ak) peut etre approchee 
au sens par une suite de sections s^ G T{E(^L^) J-a.h. et uniformement 
transverse a la section nulle. 

Par ailleurs, si {Jt)te[<d,i] chemin de structures presque- complexes 

sur X compatibles avec oj, et {ak,t) une suite de chemins de sections Jt-a.h., 
dependant continument de t ainsi que leurs derivees, alors on peut approcher 
celle-ci au sens par une suite de chemins de sections Sk,t £ T{E ® L^) 
Jt-a.h. et uniformement transverse a la section nulle : pour tout e > 0, il 
existe des constantes K > K et 6 > 0, dependant de e, de la geometric 
de X et des homes des derivees des CFk,t, telles que pour tout k > K, (i) 
les sections Sk^t leurs derivees dependent continument de t, (ii) pour tout 
t £ [0, 1], \\sk,t - crk,t\\ < e, \\'^kSk,t - Vfc(Tfc,j|| < e, (Hi) pour tout t G [0, 1], 
la suite (sfc,*) est 6 -uniformement transverse a 0. 

Signalons aussi le resultat suivant de Donaldson et Sikorav [191 ES] , en 
termes de courant, dans le cas ou E est trivial : 

Soit Sk G T{L^) une suite de sections J-a.h. et uniformement transverse 
a la section nulle, et Zk = (0) pour tout k. Alors la suite des courants 
^Zk converge vers le dual de Poincare de u>. Plus precisement, il existe une 
constante C telle que pour tout tp G et tout A; G N*, 

\IJ^ ^- J^ujAiPl < -^\\dij\\L^, 

la norme \\ ■ etant prise par rapport a g. 

Dans I'usage que nous allons faire des families asymptotiquement holo- 
morphes, il sera pratique d'utiliser aussi les pinceaux de Lefschetz symplec- 
tiques et les revetements ramifies symplectiques de CP^ |7]. 
La proposition 6 de |20] implique le resultat suivant : 

Theoreme 16 Pour tous reels C,ri > et tout entier k suffisamment 
grand, il existe des sections s^, sj^ de L^, C-bornees, satisfaisant aux condi- 
tions suivantes : 

(i) est rj-transverse a la section nulle de , 
{ii) (s^, s\) est r}-transverse a la section nulle de © , 
{Hi) d{s\/s^) est rj-transverse a sur le complementaire de B, lieu des 
zeros communs a et a s\. 
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et idles que F = s\/s^ definisse un faisceau topologique de Lefschetz de base 
B pour la structure ku. 

II est clair, d'apres la demonstration de cette proposition par Donaldson, 
que pour chaque point x de X, il existe un tel pinceau pour lequel x soit un 
point-base. 

Avec les sections (s^, s\, s\) de C^0L^, D.Auroux parvient a une descrip- 
tion des varietes symplectiques comme revetements ramifies du plan projectif 
complexe : 

Definition 17 Soit e > 0, U un voisinage d'un point x dans X, 4> '■ 
[/ — > une carte locale complexe de classe C^, et Jq la structure com- 
plexe canonique de C^. L'on dit que (j) est e-approximativement holomorphe 
si \<j)* Jq — J\ < e en tout point de U. En d'autres termes, pour tout vecteur 
tangent V, \d4>{v)\ < ^\d(j){v)\. 

Definition 18 Une application f : X ^ CF'^ est dite localement et e- 
holomorphiquement modelee en xsur une application 5 : — > s'il existe 
des voisinages U de x dans X et V de f{x) dans CP^, et des applications 
e-approximativement holomorphes (p : U ^ et tp : V ^ C^, de classe , 
telles que f\u = ■0"-'^ o g o cj). 

Definition 19 Une application f : X ^ CP'^ est un revetement singulier 
e-approximativement holomorphe, ramifie au-dessus d'une sous-variete R de 
X , si df est de rang reel 2 le long de R, surjective ailleurs, et si, en tout 
X £ X, elle est e-holomorphiquement modelee sur I'une des applications 
suivantes : 

(i) {z,w) ^ {z,w), 

(a) {z, w) ^ {z'^,w), 

(Hi) {z, w) ^ (z^ — zw, w). 

Nous ecrirons en abrege que / : X ^ est un revetement J-a.h.s. 
s'il existe un e tel que f soit un revetement singulier e-approximativement 
holomorphe. 

(Nous parlerons de surface e-approximativement holomorphe pour I'image 
reciproque par un tel revetement d'une courbe holomorphe de CP^.) 

Rappelons alors le premier theoreme obtenu par Auroux dans [7J : toute 
variete symplectique compacte {X, lv) de dimension 4 pent etre realisee sym- 
plectiquement comme un revetement de CP^ ramifie le long d'une courbe 
symplectique lisse R dans X, se projetant sur CP^ en une surface dont 
les seules singularites sont des points doubles a croisements normaux et 
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des points cuspidaux (de premiere espece). De plus, pour toute structure 
presque-complexe adaptee a oj sur X et tout e > 0, nous pouvons demander 
que I'application de revetement soit e-approximativement holomorphe. 

Plus precisement (et en ajoutant un parametre) : 

Soit {X^to) une variete symplectique compacte de dimension 4, {Jt)te[o,i] 
une famille de structures pres que- complexes sur X, compatible avec lo, L un 
fibre en droites holomorphe sur X tel que ci(L) = [cj], et, pour tout k entier 
suffisamment grand, {(Tk,t)k.te[o,i] une famille de suites de sections Jt-a.h. de 
L'^, telle que les ak^t leurs derivees dependent continument de t. 

Alors, pour tout e > fixe, il existe (pour k assez grand) une famille 
{sk,t)k^o,te[o,i] de suites de sections Jt-a.h. de ® , ne s'annulant nulle 
part, dependant continument de t, verifiant 

Vt G [0, 1], \\sk,t - crk,t\\c'i,gk ^ 

et telle que, pour tout t, Sk,t definisse un revetement ramifie X CP^, Jt- 
a.h. s. 

La version a t fixe donne une suite (indexee par I'entier k) de revetements 
TTk '■ X ^ CP^, J-a.h.s. (Ceci montre aussi que I'e du theoreme est en 

o{i/Vk).) 

D. Auroux montre comment Ton retrouve des pinceaux a partir de la : 
pour k assez grand, on pent perturber (s^, s^), extrait du triplet {s^, s^, s^), 
et obtenir un faisceau. 

6.2 Plans lagrangiens et formes lagrangiennes 

L'objet de cette section est d'etablir quelques lemmes auxquels nous fe- 
rons appel dans la construction ulterieure. 



1) 

Lemme 20 Soit une collection A de N plans tangents lagrangiens Ai, . . . , A^r 
en un point d'un plan complexe hermitien, transverses deux a deux et en posi- 
tion elementaire (p 19). II existe 2N plans complexes Hi, 112, ■ ■ ■ , n2Ar_i, n2Ar 
tels que pour tout i E {!,..., N}, Il2i-i Il2i soient transverses a Aj avec 
des signes d'intersection opposes, et transverses aux Aj, j ^ i avec le 
meme signe d'intersection. De plus, soit 11 la reunion des Hi ; alors, dans 
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tout voisinage de H, il existe une courhe complexe Esse desingularisant U 
evitant A. 



II suffit de le demontrer dans muni de sa metrique hermitienne canonique. 

Un plan A d'equation {w = az + bz] dans est lagrangien si, et seule- 
ment si |ap — |6p = 1. Une droite complexe d'equation {w = cz} est alors 
transverse a A si, et seulement si |^ — c| 7^ |a| ; le signe de I'intersection 
est egal a plus ou moins le signe de |6 — c| — |a| selon I'orientation de A. 
Deux plans lagrangiens Ai et A2, d'equations respectives {w = aiz + biz} 
et {w = a2Z + b2z}, sont transverses si, et seulement si 5?(aia2 — 6162) / 1- 

Dans notre cas, Aj a pour equation w = ajz, avec aj = e^^^^~^^'^^^ . 
Considerons les plans Ilj = {{z,w) £ C"^ \ w = Ckz}, k = 1,...,2N, oil 
Ck = e^^^~'^^'^^^ . La desingularisation de la reunion des Hj retenue est alors 
la courbe d'equation 



2) Nous ferons appel plus tard a un enonce d'approximation de varie- 
tes lagrangiennes, vues comme des courants, par des formes differentielles 
lagrangiennes (i.e., orthogonales a ujq) : 

Lemme 21 Soit {Wq, loq) une variete symplectique de dimension 2n, etV C 
Wq une sous-variete lagrangienne, compacte, orientee de Wq. Alors, pour 
toute metrique riemannienne sur Wq, pour tout e > et tout voisinage U 
de V d'ordre e, il existe une constante C > et une n- forme differentielle 
a de classe C°° sur Wq, fermee, d support dans U , telle que a A = 0, et 
que, pour toute n- forme if sur Wq, on ait 

1/ aA^p- ip\< Ce\\ip\\i, 
JWo JV 

oil II • 111 designe la norme . De plus, le courant que definit a est homologue 
au courant T d'integration sur V. 

Remarque : autrement dit, le courant T d'integration sur V est limite de 
courants difFus et lagrangiens. 

Suivons le procede de regularisation du §15 du livre de de Rham en 
I'adaptant au cadre symplectique : 

Premierement. Sur M^", pour e < ^, donnons-nous une famille de diffeo- 
morphismes symplectiques Sy (y G i?^"(0;e), la boule de centre et de 
rayon e dans M^"), dependant de maniere C°° de y, qui coincident avec la 
famille des translations par y sur la boule 52"(0;e) et avec I'identite hors de 
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-B^"(0; 1) (une telle famille se construit au moyen d'une famille de fonctions 
generatrices, cf. 

Nous nous donnons aussi une fonction C°° / > 0, a support dans 
-B^"'(0;e), d'integrale 1, et nous considerons sur les formes difFerentielles 
I'operation de moyennisation 



Les demonstrations des propositions 1 ([ST]) P- 77) et 2 ([5T], p. 78) 
montrent que R commute a I'operateur d et envoie les courants C°° sur des 
courants C°° et les courants quelconques a support dans -B^"(0;e) sur des 
courants C°°. 

Deuxiemement. Recouvrons Wq au voisinage de U par une collection 
finie de cartes de Darboux ifi : i3i(l) — > Wq telles que les ipi{Bi{e)) forment 
encore un recouvrement de Wq au voisinage de U . Notons Ri I'operateur de 
regularisation transporte de R sur Ui = ipi{Bi{\)). A I'aide d'une partition 
de I'unite, nous voyons que le produit R10R20. . .oR]\r de tons les operateurs 
Ri, encore note R, satisfait a la propriete suivante : pour tout courant T tel 
que T A Wo = 0, RT est de classe C°°, a support dans U, et (RT) A loq est 
encore nul. 

La forme a = RT ainsi definie est fermee, R commutant avec d. L 'esti- 
mation sur les normes est celle qu'etablit de Rham. <0 

Remarque : Du lemme precedent, nous deduisons que pour toute sous- 
variete a bord r, de dimension n, compacte, plongee dans W et transverse 
a V , I'integrale a tend vers le nombre algebrique d'intersection de V avec 
T quand e tend vers 0. 

Nous aurons aussi besoin du raffinement suivant : 

Lemme 22 En dimension 2n = 4, avec les hypotheses et notations du 
lemme precedent, supposons qu'il existe une structure presque-complexe J, 
compatible avec oj (telle que uj A ujq = 0) et que V soit J -holomorphe. Alors 
on peut s 'arranger pour que la 2-forme a donnee par le lemme precedent 
soit adaptee a J, i.e., que a(Jx, y) soit une forme symetrique en yi et y le 
long de V. 

Soit g la metrique compatible determinee par J et uj, ei = lo A u. Un 
voisinage (suffisamment petit) de V dans Wq s'identifie a un voisinage de 




Get operateur agit aussi sur les courants par la formule 



{RT){^)=T{R*ip). 
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la section nuUe dans T*V de maniere a ce que les fibres soient des droites 
J-complexes le long de V. 

Notons la symetrie de T*V par rapport a V (la section nulle). Re- 
prenant les notations de la demonstration du lemme [2T| dans le cas de M", 
les difFeomorphismes Sy peuvent etre choisis de telle sorte que pour tons x, 
y, nous ayons s^y(?x) = <j(sy(x)), et la fonction / telle que pour tout y, 
/(?y) = /(y)- Alors R*<^* = <;*R*. Cette propriete se maintient lorsque R 
est construit globalement sur Wq au voisinage de U, comme composee des 

Ri- 

Soit maintenant a = RT, et notons u le champ de bivecteurs tel que 
a = ujO,. La commutation avec <^ assure qu'en chaque point de V, u est 
invariant par ; cela signifie que u s'ecrit comme la somme d'un bivecteur 
tangent a y et d'un bivecteur normal a V. Un tel bivecteur est J-invariant 
par construction, d'ou le lemme. 



3) Enfin rappelons une notion d'algebre lineaire utilisee par Donaldson |19j . 
Dans C" muni de sa metrique euclidienne canonique et de sa forme symplec- 
tique UJ standard, soit G la grassmannienne des (2n — 2)-plans reels orientes. 
Sur chaque 11 G G, la metrique euclidienne canonique definit une forme 
volume On- 

Definition 23 L 'angle de Kahler 6 : G ^ [0, vr] est defini pour tout 11 € G 
par 

g(n)=arccos( \ ). 

(n-lj! ilu 

Le nombre 9 est une mesure intrinseque de I'ecart aux plans complexes. 
L'ensemble des (2n — 2)-plans orientes H qui sont symplectiques est egal a 
0-H[O,vr/2[). 

Ainsi, pour une variete symplectique (X, w) munie d'une structure pres- 
que-complexe compatible avec w, et Y une sous- variete orientee de codimen- 
sion 2 de X, nous pouvons definir en tout y G y un angle 9y(^). Pour reve- 
nir a notre situation, Donaldson |19] demontre I'existence d'une constante 
C telle que, pour tout fc, les donnes par ses theoremes verifient 

e.{Zk) < ^ 

pour tout z G Zfc. 
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6.3 Precisions lagrangiennes 

Dorenavant, sauf mention contraire, nous nous placerons en dimension 
2n = 4. Dans le cas particulier oii Ton considere des structures symplec- 
tiques orthogonales a ujq, nous allons chercher a construire des surfaces loq- 
lagrangiennes et w-symplectiques la oii Donaldson et Auroux obtenaient des 
surfaces w-symplectiques, comme lieux d'annulation de sections asymptoti- 
quement J-holomorphes. 

Rappelons le decor : {X, uj) est une variete symplectique fermee de di- 
mension 4, UJ etant a periodes entieres ; L un fibre en droites holomorphe sur 
X tel que ci(L) = [uj] G H'^{X]'L) ; S une surface w-lagrangienne immergee 
a croisements normaux ; et ujq une forme symplectique exacte sur X \ S, 
orthogonale k uj [i.e. , uj /\ ujq = . 

1) 

Lemme 24 Donnons nous une suite de sections S r(L'^) J-a.h. et uni- 
formement transverse d la section nulle, et un reel rj > 0. II existe une suite, 
J-a.h. et uniformement transverse a la section nulle, de sections Sk € T{L^), 
C^-proches de at a I'ordre 0(1/\/A?) et rj-proches de ak au sens , telles 
que, pour k assez grand, = s^^(O) soit lagrangienne pour ujq sur X \ S, 
J -holomorphe au voisinage de S et homologue au dual de Poincare de k[Lj\. 

Commengons par appliquer les resultats de Donaldson et d'Auroux dans 
le cas oil E est trivial de rang 1 : soit ak une suite de sections J-a.h. et 
e- uniformement transverse a la section nulle, telle que = o"^"'^(0) soit uni- 
formement transverse a S pour k assez grand. (Rappelons que, aussi sur les 
Zfc, nous utilisons les metriques g^.) Pour chaque k assez grand, perturbons 
CTfc a I'ordre 1 / ^/k au sens et en o(e) au sens de maniere a rendre 
transverse a S. Toujours pour k assez grand, une perturbation du meme type 
assure que les plans tangents a Zk aux points de n sont J-complexes, 
et une seconde perturbation garantit alors que Zk est J-holomorphe (done 
WQ-lagrangienne) au voisinage de S. Notons aussi que la courbure de Gauss 
et la courbure moyenne de Zk sont bornees independamment de k [56]. 

Comme ||Vfc<Tfc|| est minoree par e et que ||V|CTfc|| est majoree (indepen- 
damment de k), il existe un 5 > tel que ujq admet une carte de Darboux sur 
toute boule de rayon 5, donnee par une forme de Liouville Aq (primitive de 
ujq), identiquement nulle sur un disque wo-lagrangien Dq, et que, pour tout 
k et tout z & Zk, I'intersection de Zk avec la boule de centre z et de rayon 5 
dans X est un disque correspondant au graphe d'une 1-forme differentielle 
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sur Dq. 



Soit k > 1 , decomposons Zk par des triangles r de diametres inferieurs 
a 6 (toujours pour la metrique g;,). Et rendons J-holomorphe le plan tangent 
a Zk aux sommets du complexe forme par les r, en ne deformant qu'a 
I'ordre 0{1/Vk). 

Sur chaque triangle r, nous avons I'egalite Jq^ Aq = J^^o- 

Demontrons d'abord que Ton pent deformer par isotopie la variete Z^ le 
long des aretes de la triangulation choisie, sans toucher aux plans tangents 
des sommets, en ne modifiant les plans tangents le long des aretes qu'a 
I'ordre 0{1/Vk) au sens C° et e au sens C^, afin d'annuler les integrales 
fgr Ao pour tous les triangles r. 

II existe une 1-forme differentielle fio sur X\S telle que dfiQ = ujq, ce qui 
assure I'existence d'une constante Co telle que pour toute 2-chaine singuliere 
T sur Zk on ait 

I / u;o| = | / /zo|<^||ar|| 

on \\dT\\ designe la longueur de la courbe dT pour g;.. Notons [ojo]t le 2- 
cocycle simplicial donne par I'integration de wq sur le complexe simplicial 
(r) ; d'apres [5^, le theoreme de Hahn-Banach fournit une 1-cochaine sim- 
pliciale cq pour (r) telle que dco = [ciJo]t, et telle que pour toute arete a de 
(r) on ait 

|co(a)| < 

De plus, comme la courbure de Z^ est bornee, on en deduit 

I I \\ ^ CCqS 
\co{a)\ < ^ 

En decomposant dr = a — b + c suivant les trois cotes de r, on a 

Aq = Co (a) - Co (6) + co(c). 



<9t 

Le long de I'arete a, considerons une surface A Jo-holomorphe tangente a a ; 
puisque loq donne une forme d'aire controlee par gQ sur A, il est possible de 
trouver un chemin a dans A proche de a a I'ordre 0(1 /^/k) au sens et e 
au sens C^, coi'ncidant avec a pres des extremites de sorte que I'aire balayee 
dans A satisfasse a 

Ao - / Ao = co(a). 
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On precede de meme pour toutes les aretes. Comme J et Jq sont orthogo- 
nales, les surfaces A et Z^. sont suffisamment transverses pour qu'on puisse 
prolonger la deformation des aretes en une isotopie de Zk, sans changer la 
propriete de graphe par rapport a Aq. On obtient ainsi de nouveaux triangles 
f. 

De plus 

uJo= Ao = / Ao - (co(a) - co(6) + co(c)) = 0. 

J T J df J dr 



Nous deformons ensuite la surface sans modifier davantage le 1- 
squelette de (f ) : 

Donnons-nous un triangle f, et s un point de Z^ exterieur aux aretes 
de f, centre d'une boule de rayon 6 contenant f. La surface pent etre vue 
comme le graphe d'une 1-forme a au-dessus d'un ouvert de M^, et, par 
nullite de Jg- Ao, il existe un petit anneau au-dessus duquel a est exacte, 
egale a une differentielle df. Par ailleurs, a admet une decomposition sous 
la forme + d*tp, unique si nous imposons que if = f le long des aretes. 
Comme, par ailleurs, ||dQ|| = 6st majoree par C /Vk, il s'ensuit que 

— a|| = I Id*?/' 1 1 est egalement majoree par C"/\/fc, oii C" est encore une 
constante independante de k. 

Remplagons alors le graphe de a a I'interieur de f par celui de dip, ce qui 
transforme le triangle f en un triangle f' lagrangien. Puis modifions encore 
un peu la surface au voisinage des aretes, de maniere ^-proche, afin de la 
rendre lisse et J-holomorphe sur le 1-squelette de la nouvelle triangulation. 

Finalement, il existe une structure presque-complexe Jk, ^-proche au 

sens de J, coincidant avec J dans un petit voisinage de S, et telle que la 
deformee de Zj. reste wo-lagrangienne et J-holomorphe. Les estimations sur 
la deformation de permettent de deformer les sections en des sections 



Sk possedant les proprietes requises pour le lemme 24 



2) 

Lemme 25 Donnons-nous une collection finie de points Si £ S et, pour 
chaque i, une famille finie de droites J -complexes de Tg-W , deux d 
deux transverses, ainsi qu'une famille de suites de sections {o'.p2} 
J-a.h., uniformement transverses a la section nulle, telles que pour tous i 
et j, af\ s'annule en Si, et que F^^"^ soit le plan tangent en Si a 
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Alors, pour tout e > 0, il existe un entier K tel que pour tout k > K, il existe 
une collection {s^''^} sections de , J-a.h. et uniformement transverses 
d la section nulle, J -holomorphes au voisinage de S, uj-symplectiques, wq- 
lagrangiennes sur X\S, C^-proches des ct|"2 d I'ordre 0{l/\/k) et e-proches 

des (Tp2 CLU sens (pour gf.), telles que pour tous i et j, s^^l{si) = F^^^ 

soit le plan tangent en si a {s^i\)~^{^)- 



Cela resulte de I'existence de pinceaux de Lefschetz (theoreme 16) et du 



lemme 24 compte tenu de la possibilite d'imposer les plans tangents aux 



points marques. 

Definition 26 L'on dira (de maniere laconique) qu'une surface T, est oj- 
holomorphe et WQ-lagrangienne, en ahrege {uj,u)q)-\i.\., si elle est lagran- 
gienne pour loq sur X\S et s'il existe une structure presque-complexe J sur 
X, compatible avec cu et coincidant avec J au voisinage de S, telle que T, 
soit J-holomorphe. 

Lemme 27 Soit S une surface {uj,u!o)-h.l., J-holomorphe dans X, qui in- 
tersecte S transversalement en N points reguliers si, . . . , sat et en M points 
singuliers sn+i, • • • , sn+m- H existe un reel r > tel que les disques Di,. . ., 
Dn de centres les Si (1 < i < N) et de rayon r soient disjoints, et que, 
pour tout {^i, . . . , s'^) G rii^i ^ puisse etre deformee en une surface S', 
{co,coQ)-h.l., verifiant les proprietes suivantes : 

- S' n 5 est exactement egale a {s']^, . . . , s'jy, sat+i, . . . , sn+m}, 

- les signes d'intersection avec S aux points s'^, . . . , sont inchanges, 

- les plans tangents aux points sat+i, . . . ,SAr+j\/ sont inchanges. 

Cela resulte aisement de la parametrisation des varietes wg-lagrangiennes 
C^-proches de S par des formes differentielles fermees sur E. 



7 Disjonction lagrangienne 

Les courbes J-holomorphes donnees par les propositions ci-dessus ne 
peuvent, a priori, etre extraites de la partie W de X. Pour construire a 
partir de ces courbes une surface lagrangienne pour coq qui ne rencontre pas 
W, nous allons adapter une construction de J. Duval |24] . 

7.1 Lemmes de disjonction locale 

Dans les articles de Lalonde et Sikorav |l0] et de Polterovich [50] est 
demontre le result at suivant : 
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Soient S, T,' deux sous-varietes lagrangiennes, fermees, orientees d'une 
variete symplectique X de dimension 4, Qui s 'inters ectent transversalement 
en m points xi, . . . ,Xm, de telle sorte que I'indice d 'intersection ix (S, S') 
soit egal d +1 pour tout j. Alors il existe une sous-variete (lisse, fermee, 
orientee) S, lagrangienne, arbitrairement proche de E U S', telle que [S] = 

+ eH2{X;Z). 

De ce resultat et de [22], lemme (2.10) se deduit facilement le lemme 
suivant : 

Lemme 28 Soit T, une surface immergee {uj,uj())-h.l. (J -holomorphe) dans 
Xqui intersecte S dans un voisinage U d'un point regulier s en exactement 
un point avec deux plans tangents donnant des signes d 'intersection opposes, 
et qui coupe S transversalement par ailleurs. Alors, si U est assez petit, 
on peut modifier J en une structure J' compatible avec to de maniere C^- 
arbitrairement petite, comcidant avec J au voisinage de S, et deformer par 
chirurgie S en une surface T,' , (uj,uJo)-h.l. (J' -holomorphe), ne rencontrant 
plus S dans U, sans changer les intersections geometriques par ailleurs. 



Remarque : la meme construction, jointe au lemme [20| permet d'eliminer 
les intersections pres d'un point singulier de S (puisque celui-ci est elemen- 



taire au sens de la definition 12 ) lorsqu'en ce point, les plans tangents de 



S sont convenablement choisis : le lemme 20 realise la chirurgie locale de 
maniere J-holomorphe pres du point, et I'on recolle grace au lemme (2.10) 
de [22]. 



7.2 Construction d'une surface lagrangienne disjointe de S 

Nous allons construire une surface (cj, u;o)-h.l., homologue au dual de 
Poincare d'un multiple de co, et disjointe de 5. 

Etendant une notion utilisee par J. Duval dans le cadre des courbes 
holomorphes, introduisons d'abord la definition suivante : 

Definition 29 Soit T, une surface {uj,ujQ)-h.l. dans X qui intersecte S trans- 
versalement en N points reguliers si,. . .,sj\f et en M points singuliers sn+i, 
. . .,sn+m ;■ un nombre reel r > fixe ; et Di (1 < i < N) le disque de S 
de centre Si et de rayon r (pour la metrique induite par uj et J). On dit 
que T, est r-souple si les Di sont disjoints, a une distance superieure ou 
egale a r de tous les points singuliers de S, et si, pour tout (s'^, . . . ,s^) G 
YliLi^i' ^ P^'^^ ^^'^^ deformee de sorte que S n S soit exactement egal a 
{di, . . . ,s'jY,SAr+i, . . . ,sn+m}, cn gardant S {uj,u)o)-h.l., et sans modifier les 
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signes d'intersection dans les Di (1 < i < N), ni les plans tangents aux 
points Si (N + 1 <i < N + M). 

Le lemme suivant affirme I'existence de telles surfaces intersectant S en 
chaque cellule d'une triangulation assez fine : 

Lemme 30 Pour m G N assez grand, il existe un reel r > 0, une trian- 
gulation (r) de S dont les triangles sont de diametre inferieur a r, et une 
structure presque-complexe J, 0{1 / y/m)-proche de J, coincidant avec J au 
voisinage de S, tels que pour chaque triangle t, on ait deux surfaces {lo,ujq)- 
h.l., 2r-souples, obtenues par des sections transverses de L™, qui coupent ce 
triangle avec des signes d'intersection opposes, et, pour chaque point singu- 
lier de S, un nombre fini de surfaces {u),u)o)-h.l., 2r-souples, avec des droites 
tangentes J-holomorphes imposees en ce point. 

Partons d'un revetement ramifie fm : X ^ CP^ comme celui que donne le 



theoreme d'Auroux (p. 23), de lieu singulier Rm C X {Rm J-a.h. plonge). 
Nous prenons soin que les singularites de S restent loin de Rm-, que Rm coupe 
5 transversalement, et que fm{S \ {Rm H S)) soit immerge a croisements 
normaux. 

Commencons par considerer un point sq € Rm Pi S" : il existe des co- 
ordonnees locales (zi,Z2) centrees en sq dans X et des coordonnees locales 
{wi^W2) centrees en fm{so) dans CP^, telles que fm{zi,Z2) = {z\,Z2) ; dans 
ces coordonnees, Rm coincide avec I'axe zi = 0. Les coordonnees peuvent 
etre choisies pour que le plan tangent en sq a 5 ait pour equation Z2 = a'zi 
avec \a\ = 1. 

Les deux coniques d'equations wi = 4:W2 et wi = \w\ se relevent par 
fm en deux surfaces symplectiques S' et S", qui donnent pres de sq quatre 
branches zi = ±2^2 et Z2 = ±22;i, dont deux coupent 5 positivement et 
deux negativement. 



Une petite perturbation (lemme 27) et une desingularisation hors de 



S fournissent une surface So qui coupe S pres de so en deux points et 
s^', avec, en chacun de ces points, des branches d'intersections positive et 
negative. II existe ro > tel que So soit ro-souple ; pour chaque so G Rm H 5, 
nous considerons deux triangles equilateraux sur 5, de diametre ro, centres 
respectivement en et ^q, ayant un cote commun centre en so- 

Dans la suite, U designe la reunion des losanges sur S centres aux points 
de Rm n 5, de diametre 2ro, construits comme ci-dessus. 

Pour tout e £ H = (CP^)*, soit Dg la droite complexe de CP^ definie 
par 6, et S^^ I'image reciproque de Dg par fm- Chaque surface S^'* est 

(0) 

symplectique et lisse hors de Sm H Rm- 
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Notons t'-™'^ (respectivement hJ^'^'^) I'ensemble des £ H pour lesquels 
Sm'' n'est pas transverse a S (respectivement, passe par un point s donne 
dans S). Pour chaque point s de S \ U, considerons I'application Tg de 5 \ 
{s} dans H qui a t associe la droite {fm{s)fm{t)) lorsque /m(s) 7^ fm{t), 
et la tangente a la branche de fm{t) dans fm{S) lorsque fm{s) = /m(t)- 
L'intersection de T^"^^ avec hJ^'^'^ est I'ensemble des valeurs critiques de Tg. 

Par le theoreme de Sard, T^"") n Hs^"^^ est de mesure nulle dans HJ^^' 
; T*^™-' possede done une base de voisinages dans H dont l'intersection avec 
Hs^"^^ pent etre rendue de mesure aussi petite que Ton veut, uniformement 
en s sur S \ U. 

Definissons, en chaque s £ S, Hs^ (respectivement Hs~) comme le sous- 
ensemble des points de hJ^'^'^ 011 Em"* coupe S positivement (resp. negative- 
ment). Comme S est totalement reelle, ces deux espaces sont de mesure 
non nulle, minoree uniformement sur S\U ; nous pouvons done trouver un 
voisinage V de T*-™^ dans H, de mesure assez petite pour que T^"^'^ \ V 
rencontre Hg^ et Hs~ en tout s £ S \ U. En dehors de V, nous disposons 
de bornes a priori sur le nombre de points de H 5 et sur le minimum 



de leurs distances mutuelles. En vertu des lemmes 24 et 27 il existe un reel 

(0) — — 

r > tel que soit r-souple sur S \ U. 

Pour conclure, choisissons une triangulation de maille inferieure a r et a 

ro pour U, ainsi que des surfaces et So pour U en nombre suffisant. II 



suffit alors de deformer le tout avec le lemme 25 pour obtenir des surfaces 
{uj,uJo)-h.l. satisfaisant aux proprietes du lemme. 

De plus, nous pouvons supposer qu'aux points singuliers de S, les sur- 
faces donnees par le theoreme soient tangentes a des droites J-complexes 
desingularisables au sens du lemme |20| Appelons Si la reunion de toutes 
ces surfaces. 

Pour chaque triangle r et pour Sj (j G /) une surface fermee orientee 
immergee dans X intersectant S transversalement, nous noterons pj^r) (res- 
pectivement nj(r)) le nombre de points d'intersection positive (respective- 
ment negative) de Sj avec r, et ij(r) = Pj(r) — nj(r). C'est un 2-cocycle 
car S est fermee de dimension 2, et c'est un 2-cobord des que les classes 
d'homologie de Sj et de S ont un nombre total d'intersection egal a ; ce 
qui sera notre cas puisque I'integrale de to sur S est nulle et que [Sj] sera un 
multiple entier de oj. Par ailleurs, pour x G M, nous noterons x"*" = sup(x, 0) 
et x~ = sup(0, —x). 

Une premiere deformation de Si permet (par r-souplesse) d'eliminer 
suffisamment de paires de points d'intersection avec S de signes opposes pour 
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se ramener a une surface {u! , uJo)-h..l. S2 pour laquelle p2 = if et 712 



en assurant (par le lemme 28) qu'il existe une structure presque-complexe 
J2 orthogonale a loq, compatible avec uj, C^-arbitrairement proche du J 
initial, et qui coincide avec J au voisinage de 5, pour laquelle Si et S2 sont 
J2-holomorphes. 



Fixons e > 0. D'apres le lemme 21 il existe une 2-forme fermee 002 



orthogonale a ujq, qui approche la surface E2 a e pres. II existe alors un 
entier A assez grand pour que la forme 103 = Au — uj2, orthogonale a loq, soit 
elle aussi symplectique et induise une forme de signe constant sur chaque 



triangle r, d'integrale — 2i(r) (c/. la remarque p. 25). Comme uj et uj2, 
est a periodes entieres. 



D'apres le lemme 22 il existe une structure presque-complexe J3, com- 
patible avec orthogonale a loq, C'^-arbitrairement proche du J initial, 
telle que J2 et J3 coincident le long de Si et S2. 

Nous avons maintenant besoin d'un resultat d'approximation des formes 
symplectiques par les courants, qui opere une "moyennisation" de la pro- 



position de Donaldson et Sikorav 21, II remplacera la formule de Crofton 



dans la preuve de J. Duval [24J. Dans ce paragraphe, lo designe une forme 
symplectique a periodes entieres quelconques sur la variete X. 

Pour e > (e > C/Vk, oil C est une constante independante de k), 
donnons-nous comme dans f7] un triplet de sections de qui 

definit un revetement ramifie singulier e-approximativement holomorphe fk '■ 
X CP^, avec une surface de ramification Rk C X. 

Pour chaque point 6 du plan dual H = (CP^)*, considerons la droite 
complexe Dq C CP^ definie par 6 et /^^^{Dq) = s[.^^ C X. Chaque surface 
Sj^ est symplectique, lisse en-dehors de n S^ , e-approximativement 

holomorphe ; elle est le lieu des zeros d'une section de L . L'holomorphie 
approximative de fk, ainsi que sa structure le long de R^, entrainent que 
dans chaque pinceau {9 G (CP^)* C H}, seul un nombre fini de S^^ possede 
des points singuliers. 

Considerons le courant de degre 2 sur X obtenu en integrant les 

(0) 

courants [S^ ] pour la mesure de Fubini-Study d9 sur H, normalisee de 
maniere a ce que la masse totale de H soit egale a 1. 

Pour I'analyse de D^, nous utilisons encore les metriques = kg sur X. 



Comme pour le lemme 24 il existe un reel (5 > tel que les intersections. 



(0) 

hors de Rk, des S^ avec les boules de rayon S soient des graphes sur leur 
plan tangent avec les derivees premieres bornees par 1. La restriction de Dk 
a chaque boule B{xo,6) qui evite Rk est un courant lisse, i.e., induit une 
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forme differentielle a;(fc) sur cette boule. 
Lemme 31 \\uj(k) ~ k.u>\\ = 0{Vk). 

Suivant Donaldson ([IH], P- 702), si s). est la section de L definissant 

la 1-forme de connexion associee A^l!"* = (Sfc^^)~^Vs^^^ est L} , et Ton a 

dA^^^ = — kuj. II existe r/ > tel que sf^ est r/-transverse a la section 
nulle. Pour etablir le lemme, il suffit done d'estimer le courant lisse 

Bk = j dOdAf. 

Prenons un 2-simplexe singulier A dans B{xq,5) et decoupons-le en tri- 
angles Aj de diametres respectifs r]j. Notons Cj I'ensemble des 6 £ H tels 
que ||s)j, (x)|| > r]j pour tout x G Aj, et C* son complementaire dans H. 
Alors : 

La premiere integrale est nulle, comme somme d'une forme fermee. 
La seconde est majoree par Ci.\\d/S.j\\.'qj.^/k (ou ||9Aj|| est la longueur du 
perimetre du triangle Aj, et Ci une constante positive independante de 
k). En effet, il existe une constante C2 > (independante de k) telle que 
llVsf II <C2. 

Quant a J^-,* dO / ||s^^^||, montrons qu'elle est majoree par Cj.rjj.^/k, ou 
C7 est une constante positive independante de k : 



Par definition de Cj, pour tout 6* € C*, il existe un point x e Aj tel 

que ||s^^^(x)|| < ?7j. Comme, par ailleurs, les derivees premieres des s^^'* sont 
bornees par 1 sur i?(xo,(5), et que le diametre de Aj est r/j, nous obtenons 
I'existence d'une constante C3 > (independante de j et de k) telle que 

V0 G c;,vz G aAj, |i4^^(z)|| < K.7?j. 

Quitte a reduire les r/j, nous pouvons supposer que n.rjj < rj. 

Soit z G dAj ; dans CP^, il existe des coordonnees locales {z,w) centrees 
en fk{z), telles que la mesure d9 se decompose en dpdu, oil {w = jSz + u} 

(k) 

est I'equation locale de Dg (en particulier, 9 € Hz si, et seulement si 
u = 0). Par r/-transversalite de s^^\ et en ayant prealablement reduit les rjj 
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au besoin pour rester dans les ouverts de coordonnees locales, il existe une 
constante k' > telle que, pour tout 6 = {I3,u) £ C*, u appartienne au 
disque d^'rij C C de centre et de rayon K'.r]j. 

Nous obtenons alors une majoration sur I'integrale : 

< / dp 



Mais Wsj. ' {z)\\ est minore par C^u/Vk lorsque u est assez petit, par rj- 
transversalite (C constante), de sorte qu'il existe une constante C5 telle 
que 

Par ailleurs, fjjk) dB est uniformement bornee par une constante Cg, et il 
suffit de poser Cj = C^Cq pour obtenir la majoration souhaitee. 

Pour tout triangle Aj, |5Aj| est en 0{rjj), de sorte que J^Bk est majore 

par C4.r]j.\/li (C4 constante independante de j et de k). En sommant sur 
tous les Aj, nous obtenons finalement I'existence d'une constante C5 telle 
que \ J^Bk\ < C^\fk^ ce qui demontre le lemme. 

Cette construction nous sert a etablir le lemme suivant : 

Lemme 32 Soit K un nombre reel strictement positif. Pour tout e > 
suffisamment petit, et pour tout entier k suffisamment grand, il existe un 
entier I = l{k), un fibre L' sur X, et une famille de sections S3 de ® L' , 
asymptotiquement J^-holomorphe et e-transverse d S2, tels que S3 = S3 ^(0) 
soit {uj,u;Q)-h.l. et verifie 

Wns - l-itW + ||P3 - l-h\\ < ^ 

C'est maintenant a la structure ujs que nous allons appliquer la con- 
struction precedente, avec k > C~^/e^ ; cette fin de demonstration est ana- 
logue a celle du lemme 3 de [21] . 

Donnons-nous comme precedemment fk '■ X ^ CP^, e-approximative- 
ment holomorphe, et soit R)^ C X le lieu de ramification (asymptotiquement 



J3-holomorphe) . Comme dans la demonstration du lemme 30 commengons 
par construire de petits losanges U' autour des points de n S, qui evitent 
S2. Notons a nouveau U la reunion de ces losanges, T^*^^ (respectivement 
Hs^''^) I'ensemble des 9 £ H pour lesquels S^^^ n'est pas transverse a 5 
(respectivement, passe par un point s donne dans S). II existe un voisinage 
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V de T^'^) tel que la mesure de V n Hs^^^ soit majoree par e uniformement 
pour s £ S\U, et un reel r' > tel que pour tout 9 £ hJ-^^ \ V , la surface 
soit r'-souple. Choisissons une triangulation (r') plus fine que (r) en 
triangles de diametre inferieur ou egal a r' . 

De plus, soit T' I'ensemble des 9 £ H tels que S^^^ ne coupe pas S2 
transversalement et positivement. La surface S2 etant J2-liolomorplie avec 
J2 e-proche de J, fk est encore approximativement holomorphe a I'ordre 
0(e) pour J2 au voisinage de S2 ; comme chaque est image reciproque 
par de la droite holomorphe Dq de CP^, la mesure de T' est majoree 
par e fois une constante C . 

Notons V un voisinage de T' C^) de mesure inferieure ou egale a 2C"e, 
et V" la reunion de V et de V' . Alors, en utilisant la remarque p. 25 pour 
chaque triangle r', la difference — J}j\yii{'^f^ • t') d9 est (au plus) de 

I'ordre de C".e.aire(r') (011 C" est une constante independante de k). 

Considerons maintenant un entier n el n elements 9j de H repartis 
regulierement par rapport a la mesure d9 dans H, et notons '^[n) la reunion 

des surfaces ^ pour tons les 9j ^ V" . Par convergence des sommes de 
Riemann vers I'integrale et d'apres le lemme 31 n pent etre choisi assez 
grand pour que les differences ^«(n) ~ J^/ '^a soient de I'ordre de e.aire(T') 
pour tout triangle r'. Par r'-souplesse et d'apres le lemme 27, nous pouvons 



deformer S(„) en une courbe Js-holomorphe S3 qui verifie = et 

ns = sur (r'). La transversalite a S2 a deja ete assuree. 

Finalement, etant e-proche d'une forme de signe constant sur chaque 
T, il existe une constante C ne dependant que de la triangulation telle que 
||n3 — l-iiW + IIps — < C.l.e, avec / = kn. Si e a ete choisi suffisamment 
petit au depart, le lemme en resulte. 



Rappelons que la triangulation (r) de S est fixee ; par linearite de I'ap- 
plication cobord de I'espace des 1-cochaines simpliciales a coefficients reels 
C^{S) dans I'espace des 2-cocycles simpliciaux a coefficients reels Z'^{S), il 
existe une constante strictement positive K, telle que, pour tout 2-cocycle u, 
nul en cohomologie, on puisse trouver une 1-cochaine c telle que d{c) = u et 
\\c\\ < K\\u\\. C'est a cette constante K que nous allons appliquer le lemme 
precedent. 



Lemme 33 Pour k entier assez grand, il existe une famille de sections de 
tels que E4 = (0) soit {u!,u!o)-h.l., r-souple, a intersections positives 
avec E3, et verifie n4(r) > P3(r), P4(t) > n3(r), et i4(T) = —isir) pour tout 
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triangle r. 



Partons cette fois de la reunion S4 de / surfaces lagrangiennes verifiant les 
memes proprietes que celles que nous avions demandees pour Si ci-dessus. 
Par le lemme 32 lii + est le cobord d'une 1-cochaine c verifiant ||c|| < 
Fixons une arete orientee a de la triangulation (r) ; S etant orientee pres de 
a, I'un des deux triangles adjacents a a induit la bonne orientation sur a. II 
est alors possible de faire passer c(a) intersections orientees de ce triangle 
vers I'autre : en effet, pour chaque triangle r, S4 intersecte positivement 
(resp. negativement) r en au moins I points, alors que |c(a)| < ^. La 
courbe S4 ainsi obtenue convient. (} 

Nous pouvons maintenant deformer S4 dans chaque r de maniere a faire 
coincider chaque point de Ti^Cit avec un point de Ti^Cit de signe d'intersec- 
tion oppose. Par deformation, nous pouvons aussi faire coincider les points 
restants de S4nr par paires de points pour lesquels les signes d 'intersection 



sont opposes. Appliquant le lemme 28 a la reunion de S3 et de la deformee 



de S4, nous eliminons toutes ses intersections avec S. Les intersections de 
S3 et S4 sont toutes transverses et positives : elles peuvent done aussi etre 
eliminees par chirurgie, d'oii le lemme suivant : 

Lemme 34 // existe une structure symplectique to' cohomologue a uj, et une 
surface S lo' -holomorphe et ujQ-lagrangienne, disjointe de S, homologue au 
dual de Poincare d'un multiple de u. 



8 Derniere etape : disjonction de W 

D'apres Andreotti et Frankel [21 [33], le champ de Liouville de ujq 
sur W se prolonge a Xq en un champ de Liouville. En suivant les lignes de 
gradient de — (^lui est complet), nous pouvons alors tirer S en une surface 
S plongee dans Xq, homologue au dual de Poincare d'un multiple de uj. Ceci 
termine la demonstration du theoreme [H 



38 



References 



[1] ALBERS P., On the extrinsic topology of Lagrangian submanifolds, In- 
ternational Mathematics Research Notices 2005 no. 38 (2005), 2341- 
2371. 

[2] ANDREOTTI A., FRANKEL T., The Lefschetz theorem on hyperplane 
sections, Annals of Mathematics 69 (1959), 713-717. 

[3] ATIYAH M. F., Riemann surfaces and spin structures, Annales Scien- 
tifiques dc I'Ecolc Normalc Superieurc 4 (1971), 47-62. 

[4] ATIYAH M. F., SINGER I. M., The index of elliptic operators : V, 
Annals of Mathematics 93 (1971), 139-149. 

[5] AUCKLY D., Topologically knotted Lagrangians in simply connected 
4-manifolds, Proceedings of the American Mathematical Society 133 

(2005), 885-889. 

[6] AUROUX D., Asymptotically holomorphic families of symplectic sub- 
manifolds, Geometric and Functional Analysis 7 (1997), 971-995. 

[7] AUROUX D., Symplectic 4-'m'anifolds as branched coverings of CP^, 
Inventiones mathematicae 139 (2000), 551-602. 

[8] AUROUX D., Estimated transversality in sym^plectic geometry and pro- 
jective maps. In "Symplectic Geometry and Mirror Symmetry", Pro- 
ceedings of the 4th KIAS International Conference (World Scientific, 
Singapore, 2001), 1-30. 

[9] AUROUX D., DONALDSON S., KATZARKOV L., Luttinger surgery 
along Lagrangian tori and non-isotopy for singular symplectic plane 
curves, Mathematische Annalen 326 (2003), 185-203. 

[10] AUROUX D., GAYET D., MOHSEN J. -P., Symplectic hyper surf aces in 
the complement of an isotropic submanifold, Mathematische Annalen 
321 (2001), 739-754. 

[11] AUROUX D., KATZARKOV L., ORLOV D., Mirror symmetry for 
Del Pezzo surfaces : Vanishing cycles and coherent sheaves, Inventiones 
Mathematicae 166 (2006), 537-582. 

[12] BAHRAINI A., Supersymetrie et Geometric Complexe, Th : 
Mathematiques : Universite Paris 7 Denis Diderot (2004). 

[13] EARTH W., HULEK K., PETERS C., van de YEN A., Compact com- 
plex surfaces (2nd enlarged ed.) (Springer- Verlag, Berlin, 2004). (Er- 
gebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete. 3. Folge / A Series of 
Modern Surveys in Mathematics, Vol. 4) 



39 



[14] BENNEQUIN D., Entrelacements et equations de Pfaff, Asterisque 
107-108 (1983), 83-161. 

[15] BIRAN P., Lagrangian barriers and symplectic embeddings, Geometric 
and Functional Analysis 11 (2001), 407-464. 

[16] BIRAN P., Lagrangian non-intersections, Geometric and Functional 
Analysis 16 (2006), 279-326. 

[17] BIRAN P., CIELIEBAK K., Lagrangian embeddings into subcritical 
Stein manifolds, Israel Journal of Mathematics 127 (2002), 221-244. 

[18] CHIANG R., New Lagrangian submanifolds of CP", International Ma- 
thematics Research Notices 2004 no. 45 (2004), 2437-2441. 

[19] DONALDSON S., Sym,plectic suhmxmifolds and almost- complex geome- 
try, Journal of Differential Geometry 44 (1996), 666-705. 

[20] DONALDSON S., Lefschetz pencils on symplectic manifolds. Journal of 
Differential Geometry 53 (1999), 205-236. 

[21] DONALDSON S., KRONHEIMER P. B., Geometry of four-manifolds, 
(Oxford University Press, Oxford, 1990). 

[22] DONALDSON S., SMITH I., Lefschetz pencils and the canonical class 
for symplectic ^-manifolds, Topology 42 (2003), 743-785. 

[23] DURFEE A., Bilinear and quadratic forms on torsion modules. Ad- 
vances in Mathematics 25 (1977), 133-164. 

[24] DUVAL J., Une caracterisation kdhlerienne des surfaces rationnelle- 
ment convexes. Acta Mathematica 172 (1994), 77-89. 

[25] ELIASHBERG Ya. , Topological characterization of Stein manifolds of 
dimension > 2, International Journal of Mathematics 1 (1990), 29-46. 

[26] FINTUSHEL R., STERN R., Invariants for Lagrangian tori. Geometry 
and Topology 8 (2004), 947-968. 

[27] FLOER A., Morse theory for Lagrangian intersections. Journal of Dif- 
ferential Geometry 28 (1988), 513-547. 

[28] FLOER A., Witten's complex and infinite dimensional Morse theory. 
Journal of Differential Geometry 30 (1989), 207-221. 

[29] FUKAYA K., Morse homotopy, A^-ca,tegory and Floer homologies. 
Proceedings of GARC Workshop on Geometry and Topology (H.J. Kim 
ed., Seoul National University, 1993). 

[30] FUKAYA K., Galois symmetry on Floer cohomology, Turkish Journal 
of Mathematics 27 (2003), 11-32. 



40 



[31] GIROUX E., Structures de contact sur les varietes fibrees en cercles 
au-dessus d'une surface, Commentarii Mathematici Helvetic! 76 (2001), 
218-262. 

[32] GOMPF R. E., Handlehody construction of Stein surfaces, Annals of 
Mathematics 148 (1998), 619-693. 

[33] GRIFFITHS P., HARRIS J., Principles of Algebraic Geometry (Wiley- 
Interscience, 1978, WCL Edition, 1994). 

[34] GROMOV M., Pseudo holomorphic curves in symplectic manifolds, In- 
ventiones mathematicae 82 (1985), 307-347. 

[35] GROSS M., WILSON P. M. H., Large complex structure limits of KS 
surfaces, Journal of Differential Geometry 55 (2000), 475-546. 

[36] KONTSEVICH M., Homological algebra of mirror symmetry. In "Pro- 
ceedings of ICM '94" (Zurich; Birkhauser, Basel, 1995). 

[37] KONTSEVICH M., SOIBELMAN Y., Homological mirror symmetry 
and torus fibrations. In "Symplectic geometry and mirror symmetry" 
(Seoul, 2000; World Sci. Publishing, River Edge, NJ, 2001), 203-263. 

[38] KONTSEVICH M., SOIBELMAN Y., Notes on A^-algebras, A^o- 
categories and non-commutative geometry I, disponible en document 
electronique arXiv :math.RA/0606241 (2006). 

[39] KRONHEIMER P. B., MROWKA T. S., Embedded surfaces and the 
structure of Donaldson's polynomial invariants. Journal of Differential 
Geometry 41 (1995), 573-734. 

[40] LALONDE F., SIKORAV J.-C, Sous-varietes lagrangiennes et lagran- 
giennes exactes des fibres cotangents, Commentari Mathematici Helve- 
tici 66 (1991), 18-33. 

[41] LAMOTKE K., The topology of complex projective varieties after S. 
Lefschetz, Topology 20 (1981), 15-51. 

[42] LE T.-T., Surfaces lagrangiennes dans les surfaces projectives com- 
plexes, Th : Mathematiques : Universite Paris 7 Denis Diderot (2002). 

[43] LEFSCHETZ S., L 'Analysis situs et la Geometric algebrique (Gauthier- 
Villars, 1924). 

[44] McDUFF D., SALAMON D., Introduction to symplectic topology (Ox- 
ford University Press, 1995, second edition, 1998). 

[45] MILNOR J., Spin structures on manifolds, L'Enseignement 
Mathematique 9 (1963), 198-203. 



41 



[46] MOHNKE K., How to (symplectically) thread the eye of a (Lagrangian) 
needle, disponible en document electronique arXiv :math.SG/0106139 
(2003). 

[47] MOHSEN J. -P., Transversalite quantitative et sous-varietes isotropes, 
Th : Mathcmatiqucs : Ecolc Normale Superieure de Lyon (2001). 

[48] OH Y.-G., FUKAYA K., Floer homology in sympleetic geometry and 
mirror symmetry, Proceedings of ICM-2006 (Madrid, EMS, 2006), 879- 
905. 

[49] PICARD E., SIMART G., Theorie des fonctions algebriques de deux 
variables independantes (Chelsea Publishing Company, 1897, 1906, se- 
cond edition, 1971). 

[50] POLTEROVICH L., Surgery of Lagrange submanifolds. Geometric and 
Functional Analysis 1 (1991), 198-210. 

[51] de RHAM G., Varietes differentielles (Hermann, 1960, edition corrigee, 
1973). 

[52] SEIDEL P., Floer homology and the sympleetic isotopy problem, PhD 
Thesis, Oxford University (1997). 

[53] SEIDEL P., Graded Lagrangian submanifolds. Bulletin de la Societe 
Mathematique de Prance 128 (2000), 103-149. 

[54] SEIDEL P. , Vanishing cycles and mutation. Proceedings of the 3rd Eu- 
ropean Congress of Mathematics (Barcelona, 2000), Vol. II, Progress in 
Mathematics 202 (Birkhauser, Basel, 2001), 65-85. 

[55] SEIDEL P., More on vanishing cycles and mutation, In "Sympleetic 
Geometry and Mirror Symmetry" , Proceedings of the 4th KIAS Inter- 
national Conference (Seoul, 2000 ; World Scientific, Singapore, 2001), 
429-465. 

[56] SIKORAV J.-C, Construction de sous-varietes symplectiques [d'apres 
S. K. Donaldson et D. Auroux], Astcrisque 252 (1998), 231-253. 

[57] SIKORAV J.-C, Growth of a primitive of a differential form. Bull. Soc. 
math. Prance 129(2), (2001), 159-168. 

[58] TAUBES C. H., Gr ^ SW : Prom pseudo-holomorphic curves to 
Seiberg-Witten solutions. Journal of Differential Geometry 51 (1999), 

203-334. 

[59] TAUBES C. H., SW Gr : From the Seiberg-Witten equations to 
pseudo-holomorphic curves. Journal of the American Mathematical So- 
ciety 9 (1996), 845-918. 



42 



[60] VIDUSSI S., Lagrangian surfaces in a fixed homology class : existence 
of knotted Lagrangian tori, Journal of Differential Geometry 74 (2006), 
507-522. 

[61] WEIL A., Varietes kdhleriennes (Hermann Paris, 1958). 

[62] WOLFSON J., Lagrangian homology classes without regular minimi- 
zers, Journal of Differential Geometry 71 (2005), 307-313. 



43 



